Likindafreedilega adferdin
Notkun likinda til ad leysa IMO fléttufraedideemi

Atli Fannar Franklin

Pessi texti mun fara mjog hratt yfir flest sem tengist likindafreedigrunni.
Meelt er med pvi ad kynna sér likindafreedi annars stadar fra fyrst 4dur en lagt
er { petta efni. I pessum texta munum vid hins vegar adeins skoda likindaram
med teljanlega mérgum utkomum sem einfaldar sumt. Purfum pvi ekki ad heilda
eda stydjast vido mal. Skilgreiningarnar sem gefnar eru ad nedan eru jafngildar
almennari skilgreiningum begar adeins eru skodud teljanleg likindaram.

Skilgreining. Lat Q) vera teljanlegt mengi itkoma. Fyrir hverja tutkomu w € 2
tthlutum vid likindum P(w) > 0 bannig ad ) .o P(w) = 1.

Skilgreining. Atburdur A er hlutmengi 2. Likindi atburds A eru gefin med
P(A) =3 hea PW).

Klassiskt demi er ad skoda utkomu kasts sex-hlida tenings. P& er Q2 =
{1,2,3,4,5,6} og P(w) = 1/6 fyrir 6ll w. Vid getum ba til deemis skilgreint
atburdinn A sem allar utkomur par sem teningakastio gefur af sér oddatoélu, b.e.
A=1{1,3,5}. Paer P(A) = 1/2. Vid geetum lika skilgreint galladan tening sem
lendir & 6 helming allra skipta og 4 60rum hlidum hver med likum 1/10. P4 veeri
P(A) = 3/10.

Setning (Sammengisskordan (Union Bound)). Fyrir atburdi Ay, ..., A4, gildir
P(AjU---UA,) < P(A1)+---+ P(Ay).

Sénnun pessa setningar er skilin eftir sem zefing fyrir lesandann og zetti hin
vonandi ekki ad vefjast mikid fyrir lesanda. Pratt fyrir ad petta sé mjog einféld
og grof nidurstada er hiin samt oft nytsamleg. I pessum texta mun ég svo ekki
sanna allar nidurstoour sem ég set fram pvi margar peirra eru nytsamlegar fyrir
IMO-keppanda en sannanir peirra margar afar taeknilegar og notast vio freedi
sem er utan vid etlad pekkingasvid IMO-keppanda.

Algengt bragd i likindafraedilegu adferdinni er ad syna ad eitthvert fyrirbeeri
sé til med pvi ad syna ad likurnar 4 pvi ad slikt fyrirbeeri sé valid af handahofi
ur steerra drtaki séu strangt steerri en null. Til bess ad fa slika nidurstodu er
sammengisskordan oft nytsamleg. Tokum deemi um betta. Skilgreinum R(k, 1)
sem minnstu heiltéluna n pannig ad K, hafi rauda k-kliku eda blaa [-kliku sama
hvering leggir K, eru litadir raudir eda blair. K, taknar hér fullskipada netid
4 n hnutum og klika er hlutnet sem er fullskipad. Pessar tolur eru pekktar sem
Ramsey tolurnar. Vid setlum ad syna ad R(k, k) > 25/2 med likindafraedilegu



adferdinni. Latum n = 2¥/2 og kistum krénu fyrir hvern legg og litum legginn
raudan eda blaan eftir pvi hvad vid faum tur pvi. Fyrir hlutmengi hnuta S af
steerd k skilgreinum vid atburdinn Ag sem allar ttkomur par sem S er einlit
klika, s.s. allir leggir milli hntuta i S eru { sama lit. Pad eru (g) leggir 1 S' svo

likurnar ad peir séu allir raudir er ba (1/2)(5) Faum s6mu nidurstodu fyrir

blaan svo P(Ag) = 9-()+1, Sammengisskordan gefur okkur ba
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par sem summan og sammengid eru tekin yfir 61l moguleg slik mengi S. Ef vid
stingum inn n = 2¥/2 faum vid ad petta sé strangt minna en 1 fyrir k > 3. Pvi
eru likurnar 4 ad ekkert Ag-anna eigi sér stad strangt steerri en null, svo til er
einhver litun par sem vio héfum enga einlita k-kliku.

Skodum annad deemi. Ofurnet er net par sem leggirnir eru hlutmengi hnuta,
mogulega fleiri en tveggja hnuta. Ef sérhver leggur hefur sama fjélda n hnuta
kollum vid netid n-ofurnet. Gerum nu rad fyrir ad n > 4 og ad H sé n-ofurnet
med mest 4"71/3" leggi. Vid munum syna ad lita megi hnita H { fjorum
litum pannig ad sérhver leggur innihaldi hnat af hverjum lit. Vid gerum eins
og 40ur og veljum lit hvers hnuts slembid med jofnum likum. Fyrir legg e 1at
A, vera atburdinn af 6llum ttkomum par sem bad vantar ad minnsta kosti
einn lit i hnitana i e. Pad eru 4 litir sem geeti vantad og ef einn vantar ma
lita hnttana & 3™ vegu. Alls eru 4™ leidir til ad lita hndatana svo P(A.) <
4-3"/4™. Pessi 6jafna er strong bvi vid tviteljum tilfellin par sem fleiri en einn
lit vantar. Sammengisskordan gefur okkur pa bara beint ad P(|J, Ac) < 1 bar
sem sammengid er yfir alla leggi netsins. Pvi faest ad til sé slik litun.

Skilgreining. Slembibreyta er fall X : @ — R. Veentigildi slembibreytu X er
EX] = peq P@)X(w).

Setning (Linuleiki veentigildis). E er linulegt, b.e.a.s. fyrir slembibreytur X,V
og A € R gildir E[X +Y] = E[X] + E[Y] og E[AX] = AE[X].

Petta er mjog oft nytsamlegt, sérstaklega begar pessu er beitt a4 kennibreyt-
ur. Kennibreyta er slembibreyta skilgreind atfra atburdi A sem tekur gildid
1 & stokum A og gildid 0 & stokum ekki i A. Pessi slembibreyta er yfirleitt
taknud 14. Athugum ad samkveemt skilgreiningu er pa P(A) = E[14]. Tok-
um deemi par sem petta nytist. Litum leggi K,, slembid rauda eda blaa, badir
litir valdir med likum 1/2. Lat X vera f{jolda raudra prihyrninga { netinu, s.s.
hlutmengi hnuta af steerd premur par sem allir prir leggir milli hnitanna eru
raudir. Merkjum prihyrninga netsins med télunum 1,2,..., (g) b4 getum vio
skilgreint atburdinn F; sem mengi titkoma par sem prihyrningur ¢ er raudur. P4
er P(E;) = 1/8 bvi hver leggur hefur likur 1/2 4 ad vera raudur. En vid sjaum
einnig ad X = 1g, + 1g, + .... Pvi gefur nidurstadan ad ofan okkur beint ad

B=())/8



Skodum einnig annad demi. Petta deemi er nokkurn veginn skylda ad taka
fyrir begar veentigildi eru skodud i fléttufraedilegu samhengi. Latum €2 vera
mengi allra umradana & n stokum og latum allar dtkomur vera jafn liklegar.
Latum X vera slembibreytuna sem telur fjoldra fastra punkta i umréduninni.
Hvad er E[X]? Vi0 skilgreinum F; sem atburdinn ad i-ta stakid sé fastapunktur
umradanarinnar. Ein af hverjum n umrédunum, b.e. (n — 1)!/nl, festir i-ta
stakid svo E[F;] = 1/n. En ba er E[X]| = E[Fi]+--- + E[F,] = 1.

Skodum eitt deemi enn a0ur en afram er haldid. Petta desemi liggur neer pvi
sem meetti biast vid ad sja { keppnissteerdfraedi. Vid munum syna ad til sé keppn-
isnet 4 n hnitum med ad minnsta kosti n!/2"~! Hamilton-vegi. Keppnisnet er
stefnt fullskipad net og Hamiltonvegur er einfaldur vegur sem fer i hvern hnut
nékveemlega einu sinni. Til ad gera betta veljum vid stefnu hvers leggs slembid,
helmingslikur & hvorri attun fyrir sig. Fyrir umréoun o & n stokum 1at X, vera
kennibreytuna sem segir til um hvort o(1),...,0(n) gefi Hamiltonveg { keppn-
isnetinu. P& telur X = > X, fjolda Hamiltonvega. Til bess ad o gefi veg
purfa allir n — 1 leggir { veginum ad snua rétt, svo ad likurnar & ad pad gildi
eru (1/2)" 1. Paer E[X] =Y _1/2""! = nl!/2"~! bvi vid hofum n! umradanir.
En veentigildi er ekkert annad en vigtad medaltal. Pvi ef vigtada medaltalio er
n!/2"~! verdur eitthvad net ad lata X taka a.m.k. bad gildi. Pvi er til eitthvert
keppnisnet 4 n hntitum med a.m.k. n!/2"~1 Hamilton-vegi.

Setning (Ojafna Markovs). Fyrir slembibreytu X sem tekur ekki neikveed gildi
gildir fyrir 61l ¢ > 0 ad P(X > t) < E[X]/t.

Sonnun. E[X] =37 o P(w)X(w) 23, ca.x @ PW)t =tP(X > 1). O

Skilgreining. Dreifni slembibreytu X er skilgreind sem Var(X) = E[(X —
E[X])?]. Sanna m4 ad betta sé jafngilt Var(X) = E[X?] — E[X]?.

Skilgreining. Samdreifni tveggja slembibreyta X, Y er skilgreint sem Cov(X,Y) =
E[(X —EX])(Y - E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].

Setning (Dreifni summu). Fyrir slembibreytur Xy, ..., X}, gildir Var(X;+-- -+
k k
Xk) = Zi:l Var(Xi) + Zi,j:lﬂ';@’ COV()(i7 Xj).

Skilgreining. Vid segjum ad tveir atburdir A, B eru 6hadir ef P(AN B) =
P(A)P(B). Dbessa skilgreiningu ma einnig setja fram med skilyrtum likum.
Likurnar 4 ad A gerist ad bvi gefnu ad B gerist, taknad P(A|B), eru gefnar
med P(AN B)/P(B). Pvi ma segja ad A og B eru 6had ef P(A|B) = P(A),
b.e. bad hvort B gerist hefur ekki ahrif & hvort B gerist. Fyrir slembibreytur
X,Y segjum vid ad beer séu 6hadar ef fyrir 6ll t,s € R gildi P(X =¢t)N (Y =
s)) = P(X =t)P(Y = s). Loks segjum vid ad slembibreytur X;,..., X} eru
innbyrois 6hadar ef fyrir 6ll ¢1,...,t, € Rsé¢ P(X1 =t1)N---N(Xp =tx)) =
P(X1=t)...P(Xk = tg).

Athugum ad innbyrdis 6hadar slembibreytur eru 6hédar tveer og tveer, en
leidingin gildir almennt ekki i hina attina. Deaemi um atburdi sem eru ekki



6hadir veeri til deemis ad sex hlida teningur gefi odda nidurstédu og ad sex hlida
teningur gefi slétta nidurstédu. Ef annad gerist pa gerist ekki hitt, svo pad hefur
ahrif 4 hvort annad. Hins vegar er pad ad f4 odda nidurstédu og ad fa meira
en 4 6hao & sex hlida teningi. Skodum lika snoggt deemi um muninn & pvi ad
slembibreytur séu innbyrdis 6hadar og ad peer séu 6hadar tveer og tveer. Latum Q
vera punkta i plani med heiltéluhnit. Latum X vera slembibreytuna sem gefur
z-hnit punkts, Y gefa y-hnit punkts og S gefa summu x og y-hnits. Pessar
slembibreytur eru 6hadar tveer og tveer pvi engin ein peirra dkvardar adra. En
ef vio héfum tveer peirra er sa sidasta pegar pekkt, svo baer eru ekki innbyrdis
6hadar.

Setning (Veentigildi margfeldis). Ef X, ..., X} eru innbyrdis 6hadar slembibreyt-
ur gildir E[X; ... X;] = E[X4]...E[X}]. Petta gefur okkur sem fylgisetningu ad
ef X,Y eru 6hadar slembibreytur er Cov(X,Y) = 0. Eins faum vid ad ef X;-in
eru 6hadar tveer og tveer gildi Var(X;y + -+ + Xj) = Var(Xy) + - - - + Var(Xy).

Setning (Ojafna Chebyshevs). Lat X vera slembibreytu. P4 fyrir 61l ¢+ > 0
gildir P(|X — E[X]| > t) < Var(X) /2.

Sonnun. Stingum bara Y = (X — E[X])? inn { 6j6fnu Markovs. O

Pessar skilgreiningar og nidurstédur geta verid nytsamlegar til ad takmarka
hversu langt burt fr4 veentigildinu nidurstédurnar okkar dreifast. Fyrir IMO-
demi er petta yfirleitt nytsamlegt til pess ad syna ad eitthvad visst hlutfall
nidurstadanna, t.d. helmingurinn, sé innan vissrar fjarleegdar fra veentigild-
inu. Naesta skref & eftir pvi er oft pa ad nota skuffureglu eda eitthvad svip-
ad. Vid munum skoda summufrjals mengi sem desemi. Lat A vera hlutmengi
{1,2,...,n}. Kéllum bad summufrialst ef 6ll 214! 6lik hlutmengi A hafa 6lik-
ar summur. Vid viljum athuga hversu stort A getur verid. Latum f(n) vera
steerd steersta summufrjalsa hlutmengis {1,2,...,n}. Vid getum alltaf valid
A sem 6l veldi af tveimur { {1,2,...,n} svo f(n) > |logs(n)]. Vid getum
hins vegar notad likindafraedilegu adferdina til ad skorda f ad ofan. Munum
syna f(n) < logy(n) + logy(logy(n))/2 + C fyrir einhvern fasta C. Lat A vera
summufrjalst mengi af steerd f(n) og tdknum sték pess med ay, ..., ax bar sem
k= f(n). Veljum ey, ..., € slembid sem annad hvort 0 eda 1. Lat X = Zle a;.
Getum béa reiknad 1t ad
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Pa gefur 6jafna Chebyshevs okkur ad
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Pvi er hlutfall summa sem er i fjarlaegd nv/k eda minna fra E[X] a.m.k. 3/4.
Pvi erum a.m.k. 3/4 - 2% summur & bessu bili af lengd 2nvVk. Par sem A er
summufrjalst eru beer allar 6likar svo 3/4 - 2F < o2nvk. Ef leyst er ar pessarri
0jofnu faest umbedin nidurstada.

Pessi adferd virkar oft vel samhlida breytingaradferdinni. Breytingaradferdin
felst 1 pvi a0 nota likindafraedilegu adferdina til a0 fa lausn sem er nsestum pvi
noégu go6d og breyta henni svo til par til hin er nogu god. Eg gat ekki fundid
nein IMO-deemi sem nota pessa adferd svo ég fer ekki { hana hér. Peir sem hafa
dhuga geta lesid um hana i The Probablistic Method, sem er adalheimild pessa
texta.

Setning (Ojafna Chernoffs). Lat X1, ..., X, vera innbyrdis 6hadar slembibreyt-
ur sem taka gildin —1 og +1 med likum 1/2 hvort. Lat X = ) . X;, ba feest
fyrir 61l t > 0 ad

P(X<-t)=P(X >t)<e '/

Pegar X;-in taka gildi 0 og 1 med likum 1/2 hvort feest { stadinn eftirfarandi
utgafa setningarinnar

P(Xﬁg—t)=P<X2%+t)ge—2t2/”

Pessi setning er yfirleitt nytsamleg i svipudum adsteedum og télin sem kynnd
voru ad ofan. Petta gefur bara betra og audveldara mat pegar X;-in eru na-
kveemlega eins og 1 setningunni. Pad vill svo til ad pad gerist seemilega oft pratt
fyrir hvad setningin ma virdast sérteek. Eg setla samt ekki ad leggja of mikla
aherslu 4 pessa setningu pvi ég gat adeins nytt hana i staka IMO-daemi.

Setning (Stadbundna hjalparsetning Lovasz). Gefum okkur atburdi Ay, ..., A4,
sem hafa allar likur i mesta lagi p < 1. Gerum rad fyrir ad hver atburdur A; er
innbyrdis 6héddur 6llum 6drum atburdum nema { mesta lagi d annarra atburda
Aj. Paef ep(d+1) <1 eru likurnar 4 ad enginn atburdanna gerist steerri en
nall.

Pessi hjalparsetning er einstaklega oflug pegar han 4 vid. Tokum deemi ar
deemalista Evan Chen. Lat n vera jakvaeda heiltélu. Ro6dum 11n punkta &
hring og litum ba i n litum svo hver litur er notadur 11 sinnu. Viljum syna
a0 velja megi einn punkt af hverjum lit svo engir tveir peirra séu hlid vid hlid.
Vid gerum betta med bvi ad velja einn punkt af hverjum lit med slembnum
heetti. Nimerum punktana & hringnum 1,2, ...,11n. Latum E; vera atburdinn
ad vid veljum punkt ¢ og nagranna pess & heegri hond. Ef peir eru i sama lit
gerist petta aldrei pvi vid veljum adeins einn punkt af hverjum lit. Ef peir eru
i 6likum litum eru likurnar &4 ad vid veljum punkt ¢ ndkveemlega 1/11 og sama
fyrir ndgrannann. Par sem beir eru { 6likum litum eru atburdirnir 6hadir svo
P(E;) = 1/121 1 pessu tilfelli. Pvi er P(E;) < 1/121 sama hvad. Ef E; og E;
hafa enga sameiginlega punkta eda liti eru peir 6hadir. E; hefur tvo atburdi sem
deila punktum til beggja hlida. Einnig eru 10 punktar { hverjum lit dreifdir um



hringinn sem eru allir hluti af tveimur atburdum. Pvi eru 2-2-1042 atburdir sem
FE; er ekki endilega 6hadur, en hann er innbyrdis 6hadur 6llum 6drum atburdum.
bvi setjum vid p = 1/121 og d = 42. Par sem 43e/121 < 1 gefur ba stadbundna
hjalparsetning Lovész a0 til sé val & punktum bannig ad engir tveir peirra séu
adleegir (bvi enginn atburdanna gerist). Loks set ég tveer nidurstédur i vidbot
a0 nedan sem ég hef notad pegar ég nota likindafreedilegu adferdina en hef ekki
nytt mikid { IMO-legum deemum. Meira efni um bessar nidurstéour eda almennt
um likindafraedilegu adferdina ma finna i The Probablistic Method eftir Alon og
Spencer.

Setning (Ojafna Azuma-Hoeffding). Gefum okkur ad lida megi mengi ttkoma
upp sem karteskt margfeldi, @ = [[;_, ;. Lat X : Q — R vera slembibreytu.
Vid segjum ad X sé C-Lipschitz ef bad a0 breyta einu hniti { inntaki X breytir
gildi X mest um C. Ef X er C-Lipschitz og A > 0 gildir

2
P(IX — E[X]| > A) < 2exp (—QQR)

Setning (Fylgniséjafnan). Lat A, B C {0,1}" vera atburdi. Vid segjum ad A
sé vaxandi atburdur ef pad ad taka stak ur A og breyta hniti ar 0 1 1 gefur gildi
sem er einnig i A. Skilgreinum lsekkandi atburd med svipudum heetti. Ef A og
B eru baedi vaxandi eda baedi minnkandi er P(AN B) > P(A)P(B). Ef annad
beirra er vaxandi og hitt minnkandi er P(AN B) < P(A)P(B).

Hér rétt { lokin setla ég ad henda inn nokkrum 6jéfnum. Eg mun ekki fara
i 0jofnur eins og 0j6fnu Jensens hér, hana méa finna i 60rum textum. Meeli
hins vegar med pvi ad lesendur kynni sér hana adur en beir vada { deemin ad
nedan. Ojofnurnar sem ég set hér eru 6jofnur sem nytast vid pad ad beita
likindafreedilegu adferdinni en eru ekki mikid notadar annars stadar.

(Z) < nF/k, (Z) < (en/k), (Z) > (n/k)", (Z) > (n—k+1)"/k!

l+arz<e®forz€R, 1—2>e 2 forazel0,1/2

Bendum sérstaklega a4 ad ¢jafnan 1 + x < e* er mjog oft nytsamleg begar
vi0 latum = = —p fyrir einhverjar litlar likur p svo 1 —p < e™P. Petta audveldar
okkur ad vinna med steerdir 4 vid (1 —p)¥.

Daemi:

Deemin eru gefin & pyngdarskala fra 1 og upp 1 5. Dzemi { mérgum lidum eru
gefin pyngdarstig pyngsta lids. Pessi pyngdarstig eru bara mitt huglega mat
vi0 pbad ad leysa pau sjalfur en peer gefa lesanda vonandi einhverja hugmynd um
byngd demanna. Stjornumerkt deemi eru deemi sem krefjast pekkingar utan
bessa fyrirlesturs sem er ekki endilega setlast til ad medal IMO keppandi pekki



eda notar efni sem var bara farid mjég snéggt i. Uppruni deemanna er gefinn 4
eftir pyngdinni. Eg reyndi ad gefa upphaflegar heimildir eftir bestu getu. Morg
deemanna mé leysa med 60rum adferdum en likindafraedilegu adferdinni en pad
mé leysa pau 61l med likindafraedilegu adferdinni. Eg hvet lesanda til pess ad
nota likindafreedilegu adferdina til ad leysa deemin.

e (1, HMMT 2006) I leikskola sitja 2006 smaborn i hring. Allt i einu potar
hvert smabarn annad hvort smabarnid hsegra eda vinstra megin vid sig.
Hver er veentur fjoldi 6potadra barna?

e (1, Ojafna Kraft) Lat S vera endanlegt mengi endanlegra bitastrengja
pannig ad enginn strengur i menginu sé forskeyti annars. Taknum fjolda

bita i streng s med [s|. Synid ad ) ¢ % <1.

¢ (2, Benny Sudakov) Lat p vera frumtélu og A C Z,, vera mengi leifaflokka
bannig ad |A| < p?/3. Synid ad til séu x,y € Z, bannig ad AN (A +z) N
(A+y)=02.

e (2, Bay Area Math Olympiad 2004) Gefum okkur n rauntélur sem eru
ekki allar null og hafa summuna nall. Sannid ad tolusetja megi bessar
tolur sem ay,...,a, pannig ad ajas + asaz + - - - + ana; < 0.

e (2, Russia 2006) I vissu hopferdalagi hefur hver ferdalangur ad minnsta
kosti 50 og i mesta lagi 100 vini medal hinna ferdalanganna. Synid ad
gefa megi 6llum ferdalongum bol { ad mesta lagi 1331 6likum litum svo ad
sérhver manneskja hefur 20 vini sem eru allir i 6likum bolalitum.

e (2, IMC for University Students 2002) Steerdfraedikeppni hefur sex deemi og
200 keppendur. Hvert deemi er leyst af ad minnsta kosti 120 keppendum.
Synid ad til séu tveir keppendur sem & milli sin leystu 61l deemin.

e (2, ITran TST 2008) Hofum keppni med 799 lidum bar sem sérhvert 1id
keppir vid sérhvert annad lid ndkvaemlega einu sinni. Synid ad til séu tveir
sundurleegir hopar A og B af 7 lidum hvort pannig ad 61l 1idin { A unnu
oll 1idin { B.

e (2, The Probablistic Method) Lat G vera einfalt net par sem hverjum
hnut v er athlutad lista S(v) af litum af lengd ad minnsta kosti 10d par
sem d > 1. Gerum einnig rad fyrir ad fyrir 6ll v € V og ¢ € S(v) hefur
v { mesta lagi d ndgranna u bannig ad ¢ € S(u). Synid ad lita megi G
bannig ad hver hniatur fai lit ar listanum sinum og enginn leggur liggur
milli einslitadra hnita.

e (2, The Probablistic Method) Vid segjum ad keppnisnet sé k-yfirgnaeft
ef fyrir sérhvert hlutmengi & hnuta sé til einhver hnatur sem sigrar pa
alla. Lat f(k) vera steerd minnsta k-yfirgnaefoa keppnisnetsins. Synid ad
flk) > 2k+1 — 1.

e (2, IMO Shortlist 1987) Synid ad lita megi stok {1,2, ..., 1987} med fjorum
litum bpannig ad sérhver jafnmunard med tiu stok sé ekki 6ll { einum lit.



(2, IMO 1987) Lat p,(k) vera fjolda umradana mengisins {1,2,...,n}
(n > 1) med nékveemlega k fastapunkta. Synid ad >, _, kpn (k) = nl.

(2, MathLinks.ro 2008) Lat As,..., A, og Bi,..., B, vera 0lik endanleg
hlutmengi N pannig ad fyrir 6ll 7 gildi A; N B; = @ og fyrir 6ll ¢ # j gildi
(A;NBj)U(A;NB;) # @. Synid ad fyrir sérhverja rauntélu 0 < p <1
gildi 0, pl4:l(1— p) Bl < 1.

(2*, Benny Sudakov) Lat G vera net med m leggjum og S vera slembid
hlutmengi hnitamengis G bar sem vid dkvedum ad halda hverjum hnit
med likum 1/2. Synid ad likurnar 4 ad S sé¢ 6had mengi i G s¢ ad minnsta
kosti (3/4)™. Pad ad S sé 6had mengi i G bydir ad engir tveir hnatar 1 S
hafi legg 4 milli sin { G.

(3, IMO shortlist 1999) Lat A vera mengi N leifaflokka { Z 2. Synid ad til
sé mengi B af N leifaflokkum i Z > pannig ad A+ B innihaldi a0 minnsta
kosti helming allra leifaflokka Z .

(3, IMO Shortlist 2006) Lat S vera endanlegt mengi punkta { planinu
pbannig ad engir prir peirra liggji 4 somu linu. Fyrir sérhvern kaptan marg-
hyrning P med hornpunkta 1 S lat a(P) era fjoldi hornpunkta P og b(P)
vera fjolda punkta { S sem liggja utan vid P. Synid ad fyrir sérverja
rauntslu z sé¢ Y p %) (1 — 2)*P) = 1 bar sem summan er tekin yfir alla
kupta marghyrninga med hornpunkta { S. Athugid ad linustrok, punktur
og tomamengid eru talin med sem kuptir marghyrningar med 2,1 og 0
hornpunkta.

(3, The Probablistic Method) Synid ad til sé fasti ¢ > 0 med eftirfarandi
eiginleika. Lat A vera n x n fylki me0 stok sem eru 6lik tvo og tvo. Pa er
til umrédun 4 rédum A svo ad enginn dalkur i A sé med vaxandi hlutrunu
af lengd ad minnsta kosti c¢\/n.

(3, Benny Sudakov) Lat G vera stefnt net & n hntitum med ad minnsta kosti
[nlogy(n)] leggi. Synid ad til sé keppnisnet & n hndtum sem inniheldur
ekkert hlutnet einsmoéta G.

(3, Russia 1996) Gerum rad fyrir ad vid hofum 1600 nemendur sem eru
binir ad stofna 16000 nefndir og hver nefnd inniheldur 80 nemendur. Synid
a0 til séu tveer nefndir sem hafa { mesta lagi 4 nemendur sameiginlega.

(3, MOP 2007) Gefid er n x n fylki bar sem bid er ad koma tolunum
1,2,...,n fyrir, hver tala kemur fyrir n sinnum. Synid ad til sé r6d eda
dalkur {1 fylkinu med ad minnsta kosti v/n 6likar tolur.

(3, Bollobas) Lat A4,..., A, og Bi,..., B, vera 6lik hlutmengi N bannig
ad fyrir 6ll ¢ gildi |A;| = r, |B;| = s og A; N B; = @. Einnig gerum vid rad
fyrir ad fyrir 6ll ¢ # j gildi A; N B; # @. Synid ad n < (T":S).



(3, The Probablistic Method) Lat G vera tvihlutanet 4 2" hndatum bar
sem hverjum hnat v er athlutad lista S(v) af meir en n litum. Synid ad
lita megi G pannig ad hver hnatur fai lit ar lista sinum og enginn leggur
liggji milli einslitra hnita.

(3, The Probablistic Method) Lat v1,...,v, € R™ vera vigra af lengd 1.
Synid ad til séu €1, ...,6, € {—1,1} bannig ad |e1v1 + - - + €,v,| < /1.

(3, Zarankiewicz) Synid ad skipta megi mengi jakveedra heiltalna i tvo
mengi pannig ad hvorugt mengid innihaldi prjar adleegar toélur né neina
6endanlega jafnmunardd.

(3, The Probablistic Method) Lat v1 = (z1,y1),.-.,0n = (Tn, Yn) veran
tvivida vigra pannig ad 6l x;, y; séu heiltolur med algildi sem er i mesta lagi
27/2 /(1004/n). Synid ad til séu 6lik sundurleeg mengi I,.J C {1,2,...,n}
bannig ad » ;. ; v; = ZjeJ vj.

(3, IMO 1989) Umrédun (z1,x2,...,Z2,) & {1,2,...,2n} bar sem n er
jakveed heiltala er s6gd hafa eiginleikann P ef |z; — ;41| = n fyrir ad
minnsta kosti eitt ¢ 1 {1,2,...,2n — 1}. Synid ad fyrir hvert n séu til fleiri
umradanir med eiginleikann P en an.

(3, Benny Sudakov) Lat T vera keppnisnet pannig ad hver hnttur hafi
utstig ad minnsta kosti 10. Synid ad lita megi hnita 7" med tveimur litum
bannig ad sérhver hnutur { 7" hafi ad minnsta kosti einn utnagranna i
hvorum lit.

(3, Benny Sudakov) Lat H vera d-ofurnet med d > 6. Synid ad lita megi
hnuta H rauda eda blaa pannig ad munurinn & fjélda raudra og blaa hnuta

i hverjum legg sé mest \/6dlog(d).

(3, Benny Sudakov) Lat G vera d-reglulegt net med d > 2. Pad ad net sé
d-reglulegt bydir ad sérhver hnitur hafi stig d. Synid ad til sé hlutmengi
hnata U bannig ad fyrir sérhvern hnat v uppfylli ndgrannamengid N (v)
skilyrdinu 1 < [N (v) NU| < 501og(d).

(3, IMO 1970) I plani eru 100 punktar bar sem engir prir beirra liggja 4
s6mu linunni. Skodum alla mégulega prihyrninga med hornpunkta i pessu
mengi. Synid ad { mesta lagi 70% bessara prihyrninga séu hvasshyrndir.

(3*, Chinese Olympiad 1986) Lat z1, ..., 2, vera tvinntélur. Synid ad til
sé mengi S C {1,2,...,n} bannig ad = ‘Zjes zj‘ > Z?Zl |2;].

(3%, The Probabilistic Method) Lat G vera net med alla 7™ vigra af lengd
n med hnit { Z7 sem hnutamengi. Leggjum legg milli tveggja hnuta ef
hnttarnir eru 6likir { nakveemlega einu hniti. Lat U C V vera mengi 77!
hniata { G og 1at W vera mengi allra hnita { G sem eru i meir en (¢+2)/n
fjarled fra U bar sem ¢ > 0 er einhver fasti. Synid ad [W| < 7me=<"/2.



(3%, The Probabilistic Method) Fjolskylda hlutmengja G is called skerandi
ef G1 NGy # @ fyrir 6ll G1,Gs € G. Lat Fq, Fo, ..., Fi verea k skerandi
fjolskyldur hlutmengja {1,2,...,n}. Synid ad | Ule Fi| <2on —2nk,

(4, The Probablistic Method) Lat X vera mengi einingavigra { R™ sem
eru hornréttir 4 hvorn annan tveir og tveir. Gerum einnig rad fyrir ad
ofanvarp sérhvers vigurs & fyrstu k& hnit sin hafi lengd ad minnsta kosti e.
Synid ad | X| < k/€? og ad betta mat sé bréngt begar €2 = k/2" < 1 fyrir
einhverja heiltolu r.

(4, Erdos) Synid ad { mengi S af n 6likum jakveedum heiltolum méa alltaf
finna hlutmengi 7' med meir en n/3 stok pannig ad a + b # ¢ fyrir 6ll
a,b,c € T (a,b,c burfa ekki ad vera 0lik).

(4, Benny Sudakov) Lat G vera einfalt net & n hndtum og med m leggi.
Lat k vera jakveeda heiltolu. Sannid: a) Lita ma G 4 ad minnsta kosti
k™(1 —m/k) vegu med k litum. b) Lita ma G 4 { mesta lagi k" (k —1)/m
vegu med k litum. ¢) Prengid matid { (b) i k"(k —1)/(k+m —1).

(4, Sperner) Lat A vera fjolskyldu hlutmengja {1,2,...,n} bannig ad ekki
séu til olik A, B € A bannig ad A C B. Synid ad |A| < (Lnr/LZj)'

(4, Benny Sudakov) Lat Sy,..., Sk vera hlutmengi {1,2,...,n}. Synid ad
ef k < 1.99n/log,(n) séu til 6lik hlutmengi X,Y i {1,2,...,n} bannig ad
| X NS;| =Y NS;| tyrir 611 4.

(4, Benny Sudakov) Segjum ad tveir vigrar séu e-nsestum hornréttir ef
innfeldi peirra hefur algildi { mesta lagi e. Synid ad: a) Fyrir 6110 < e < ler
til e-neestum hornrétt mengi i R™ af staerd ad minnsta kosti Lexp (ne2 / 4)J .
b) Fyrir 611 0 < € < 1 er til e-nsestum hornrétt mengi i R™ af steerd
ad minnsta kosti exp (ne?/2) /4. ¢) Til er 24/log(n)/n-nsestum hornrétt
mengi { R™ af steerd ad minnsta kosti n? /4.

(4, Benny Sudakov) Gefin er n x n grind af reitum bar sem hver reitur er
annad hvort hvitur eda svartur. Svissa ma lit allra reita i einum dalki eda
i einni r60. Synid ad til sé upphafsastand lita pannig ad ekki sé haegt ad
lita meir en hlutfallid 1/2 4+ /In(2)/n beirra svarta.

(4, Ravi Boppana) Lat p, (k) vera fjolda umradana 4 menginu {1,2,...,n}
(n > 1) me nakveemlega k fastapunkta. Akvardid > ,_ k*p, (k).

(4, IMO 1998) I keppni eru a keppendur og b démarar par sem b > 3 er
oddatala. Hver démari gefur hverjum keppanda annad hvort stadid eda
fallio sem einkunn. Gerum rad fyrir ad k sé tala pbannig ad fyrir sérhverja
tvo démar séu einkunnir beirra eins fyrir i mesta lagi k keppendur. Synid

ad k/a > (b—1)/(2b).

(4, IMO 1989) Lat n og k vera jakveedar heiltolur og lat S vera mengi n
punkta i planinu pannig ad engir prir peirra liggji & somu linu. Gerum



einnig rao fyrir ad sérhver punktir P € S hafi ad minnsta kosti k£ punkta
i S sem eru jafn langt fra P. Synid ad k < 1/2 + v/2n.

e (4%, The Probablistic Method) Lat G vera net med litatélu 1000 og U vera
slembid hlutmengi hndtamengis G (61l hlutmengi jafn likleg). Lat H vera
hlutnetid sem U spannar { G. Sannid ad pad séu minni en 1% likur & ad
litatala H sé < 400.

e (4* MOP Test 2008) Gerum rad fyrir ad a,b,c séu jakveedar rauntdlur
bannig ad fyrir allar heiltélur n gildi |an| + |bn| = |[cn]. Sannid ad ad
minnsta kosti ein talnanna a, b, ¢ sé heiltala.

e (5, The Probablistic Method) Vid segjum ad keppnisnet sé k-yfirgnaeft
ef fyrir sérhvert hlutmengi & hnuta sé til einhver hnatur sem sigrar pa

alla. Lat f(k) vera steerd minnsta k-yfirgneefda keppnisnetsins. Sannid ad
f(k) > Ck2* fyrir einhvern fasta C.

e (5, The Probabilistic Method) Lat X vera mengi m olikra leifaflokka i Z,,
fyrir einhverja frumtélu p. Bil af lengd ! i {0,1,...,p — 1} er mengi &
forminu {é,i + 1,...,i +1 — 1} fyrir eitthvad ¢ og bar sem vid matum 6ll
gildi vid p. Synid ad ef m > 4k? er til heiltala a pannig ad mengid aX
skeri sérhvert bil af lengd ad minnsta kosti p/k 1 {0,1,...,p —1}.

e (5* The Probablistic Method) Synid ad til er endanleg tala ny bannig
a0 sérhvert stefnt net & n > ng hnidtum bar sem allir hnutar hafa utstig
a0 minnsta kosti log,(n) —log, (logy(n))/10 innihaldi stefnda ras af sléttri
lengd.

e (5%, The Probabilistic Method) Lat G vera net 4 n > 10 hntitum og gerum
rad fyrir ad pad ad beeta einhverjum legg i G sem var ekki pegar til stadar
fjolgi fjolda 10-klika i G. Synid ad G hafi ad minnsta kosti 8n — 36 leggi.

Heimildir:
e The Probablistic Method eftir Alon og Spencer.
e Kennsluefni Benny Sudakovs i afanganum hans vid ETH Ziirich.

e Dzmasafn Ravi Boppana.
https://artofproblemsolving.com/community/c6h23507p1943887

e Kennsluefni Po-Shen Loh um likindafrzsedilegu adferdina.
https://www.math.cmu.edu/ ploh/olympiad.shtml

e Efni Evan Chen um likindi.
https://web.evanchen.cc/handouts/
ProbabilisticMethod/ProbabilisticMethod.pdf



