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Dami 1

Finnid 61l por af heiltélum (a, b), ekki neikvaedum, sem ad uppfylla jéfnuna:

2a'3b_3b+1+2a:13

Lausn A: Skrifum jéfnuna sem (2¢ — 3) - 3% + 2% = 13 og tékum eftir pvi ad ef a > 2
pba er fyrri lidurinn jakveedur, svo 2¢ < 13 og bvi a < 4. Pvi dugir ad skoda a a
bilinu fra 0 upp 1 3. Hvorki a = 0 né a = 1 gefa lausn pvi { badum tilfellum er
(20 —3)-3" <0< 13—2% Efa=2ba feest (4—3)-3°+4 =13 svo ad 3* =9 og bvi
b=2. Efa=3Dbafest (8—3)-3"+8 =13 sv0 3" =1 og bvi b = 0. Pad eru pvi
tveer lausnir: (2,2) og (3,0).

Lausn B: Ef jafnan er umritud sem 22 - 3* — 3%+ + 2% — 3 = 10 b4 ma patta vinstri
hlidina:
(2* = 3)(3"+1) =10

og par sem 3%+ 1 er slétt tala og jakvaed fyrir 61l gildi b, pa er annad hvort 3° +1 = 2
0g2°—3=>5eda3’+1=10o0g2%—3=1. 1 fyrra tilfellinu er (a,b) = (3,0) og i bvi
seinna er (a,b) = (2,2).

Daemi 2

Hornpunktar tenings eru tolusettir med télunum fra 1 upp i 8 (hver tala notud einu
sinni). Fyrir hverja brin er myndud summa talnanna & endapunktum hennar. Er
haegt ad tolusetja hornpunktana & pann veg ad summurnar fyrir branirnar séu 6likar?

Lausn: Athugum ad lsegsta mogulega summan er 1 4+ 2 = 3 og st heesta 7+ 8 = 15.
A bessu bili eru 13 heiltélur svo ad ef allar 12 brinir teningsins hafa 6likar summur
parf ad nota allar pessar tolur nema eina.

Gerum fyrst rad fyrir ad summan sem vantar sé { efri hlut-
anum (9 eda heerri) og skodum ba leegstu summurnar. Til
a0 fa summuna 3 parf ein brin ad tengja 1 og 2. Og til ad

fa summuna 4 parf brin ad tengja 1 og 3. En pa eru 2 og

3 4 hornpunktum sem ekki tengjast, svo ad 5 verour ad fast 2
med pvi ad 1 og 4 tengist. Par med tengist hornpunkturinn
med 1 hornpunktum med télunum 2, 3 og 4.

Skodum neest summuna 6. N geta 1 og 5 er ekki legio & adliggjandi hornum, af pvi
a0 pad er pegar buid 4 aveda hvada tolur eru & hornunum sem tengjast 1. Ennfremur



tengjast 2 og 4 badir 1 svo peir tengjast ekki sjalfir svo pad er ekki heaegt ad fa 6 heldur
pannig. Par med er enginn brin med hornasummuna 6 sem er métségn.

Ef summan sem vantar er { nedri hlutanum (minni en 9) pa leidir vegna samhverfu
sams konar roksemdafzersla til motsagnar fyrir steerstu summurnar.

Ath: I stad pess ad skipta 1 tilfelli eftir pvi hvada summu vantar, pa er heegt ad
akvarda ad 9 er eini moguleikinn sem gaeti hugsanlega virkad: Hver hornpunktur
tengist premur brinum svo ad heildarsumman yfir allar brunirnar verdur ad vera
3-1+2+---+8)=108. En 344+ ---+ 15 =117 og 117 — 108 = 9, svo ad ef
summur brinanna eru 6likar pa eru peer jafnar t6lunun 3,4, ..., 15 ad 9 undanskilinni.

Daemi 3

I prihyrningi ABC skiptir punktur P hlidinni AB { hlutféllunum ﬁ—g = i Miopverill
striksins PB sker hlidina BC' i punkti (). Finnid BC' ef vitad er a0 AC = 7 og
F(PQC) = 5z F(ABC), bar sem F(XY Z) taknar flatarmél prihyrningsins XY Z.
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Lausn: Gefid er ad PB = 4AP. Par sem AP = $AB ba er F(APC) = tF(ABC)
og bar sem gefid er ad F(PQC) = 5t F(ABC) ba er F(PQB) = 2F(ABC). Par
med er F(PQB) = 4F(PQC). Par sem CQP og QPB hafa somu haed melda fra P
& linuna C'B pé verdur QB = 4C'Q. Pa eru prihyrningarnir ABC og PB() einslaga
(vegna bess a0 BP/BA = BQ/BC') og bvi er

AC B CB

PQ  BQ
Miopverillinn sker strikid PB 1 punkti M sem samkveemt skilgreiningu er miopunktur
PB, svo ad PQ) = B(Q vegna samhverfu um QM og par med er CB = AC' =17.

Ath: Onnur leid er skoda heedir & AB. Lausnin ¢
byrjar eins, en pa feest 0
F(PBQ) 16/25- F(ABC) 4
F(PBC)  4/5-F(ABC) 5 .
|
og af pvi leidir a0 QM = %C’H, par sem H er o b
fotpunktur hedarinnar fra C' nidur 4 AB. A P q M b

Rétthyrndu prihyrningarnir M B@Q) og HBC eru einslaga svo a0 HB = g]\/[ B =
% . %AB = %AB , sem pyoir ad H er midpunktur AB. En pé er prihyrningurinn ABC'
samhverfur um C'H og bvi jafnarma, svo ad BC' = AC =T.



Dami 4

Johanna hleypur daglega annad hvort a kilometra eda b kilometra, par sem a og b eru
jakveedar heiltolur og a > b. Johanna getur hlaupid ndkveemlega 100 kilometra a 9
dégum eda 11 dogum en ekki & 10 dogum. Finnid 6ll hugsanleg gildi & a og b.

Lausn: Vid veroum ad hafa b <9 pvi annars hlypi Jéhanna minnst 110 kilémetra &
11 dégum. Eins er @ > 12 pvi annars keemist Johanna lengst 99 kilometra & 9 dogum.
Ef Johanna fer lengri vegalengdina x daga af 9 dégunum og y daga af 11 dogunum
ba gildir

ar +b(9—2)=100 og  ay+b(11 —y) =100
pbad er

(a—b)x=100—9b  og (a —b)y =100 — 110.

Af pessu leidir ad a — b gengur upp i baeodi 100 — 96 og 100 — 11b, og par med upp
i mismuninn 2b. P& parf a — b ad ganga upp {1 steersta samdeili pessara talna sem
eftirfarandi tafla synir fyrir 1 <b <0:

b | 100 —9b | 100 — 11b | ssd
1 91 89 1
2 82 78 2
3 73 67 1
4 64 26 8
b} 95 45 5
6 46 34 2
7 37 23 1
8 28 12 4
9 19 1 1

Nt mé a — b ekki ganga upp 1 100 — 10b (bvi pa geeti Johanna hlaupid nakvemlega
100 km 4 10 dégum), og par med gengur a — b ekki heldur upp i b. I adeins einu tilfelli
er haegt a0 velja patt { steersta samdeilinum sem ekki gengur upp i b. bPvier b =4 og
a = 12 eina lausnin.

Dami 5

Finnid allar heiltélur @ og b bannig ad (a® + b)(a + b®) = (a + b)™.

Lausn: Margfoldum upp tr svigum og einféldum:
at + a®b® + ab + b* = a* + 4ab + 6a%b? + 4ab® + b
a’b® + ab = 4a’b + 6a°b” + 4ab’
Ef ab = 0 ba gildir jafnan klarlega og bvi eru 6ll pér (a,b) af gerdinni (n,0) og (0,n)
lausnir fyrir hvada heilu télu n sem er. Annars, ef ab # 0, b4 ma deila ut ab og fa
a’b* + 1 = 4a® + 6ab + 40>
a’b? 4 2ab + 1 = 4a® + Sab + 4b*
(ab+ 1)? = 4(a + b)?



svo ad annad hvort er ab+ 1 = 2(a +b) eda ab+1 = —2(a +b). I fyrra tilfellinu feest
O=ab+1—-2a—-2b=(a—2)b—2)—3 < (a—2)(b—2)=3

svo ad (a,b) € {(—1,1),(1,—1),(3,5),(5,3)}, en i seinna tilfellinu
O=ab+1+2a+2b=(a+2)(b+2)-3 & (a+2)(b+2)=3

svo ad (a,b) € {(—=5,-3),(=3,-5),(—1,1),(1,—=1)}. Audvelt er ad sja med bvi ad
rekja sig aftur & bak a0 petta eru allt lausnir & upphaflegu jéfnunni. Lausnirnar eru
bvi (=5,-3), (=3,-5), (—1,1), (1,-1), (3,5), (5,3), (n,0) og (0,n) bar sem n getur
verid hvada heiltala sem er.

Daemi 6

Leyfilegar tilfeerslur fra einni jakvaeori heiltolu til annarrar eru sem hér segir:

(a) Fra n ma fara til 2n og 6fugt.

(b) Fra n ma fara til 3n + 1 og 6fugt.

Sannid ad sama hvar tilfeerslur hefjast, alltaf m& komast i 1 med endanlega mérgum
tilfeerslum.

Lausn: Hugmyndin er ad syna ad fra sérhverri heiltélu m > 1 megi komast med
endalegum fjolda tilfeerslna i jakveeda heiltélu sem er minni en m. Sé pad sidan
endurtekio nogu oft méa ad lokum komast nidur 1 1.

Um t6luna m gildir eitt af prennu:
m=3k, m=3k+1 eda m=3k+ 2.

Ef m = 3k + 1 dugar ein tilfeersla: 3k +1 — k.
Ef m = 3k + 2 duga tveer tilfeerslur: 3k +2 — 6k +4 — 2k + 1.
Ef m = 3k, athugum eftirfarandi r60 af tilfeerslum:

3k — 9k +1-— 18k +2 — 36k +4 — 12k +1 — 4k — 2k — k

Ef m > 1 méa bannig { sérhverju tilfella komast i t6lu sem er minni en m. Ef si tala
er 1 pa haettum vid, en annars er talan steerri en 1 og vid endurtokum leikinn. Petta
hlytur a0 taka enda, pvi pad eru bara endanlega margar heiltolur & milli 1 og m.

Ath: Einhverjir vitnudu 1 Collatz-tilgatuna sem vissulega er mjog skyld deemi 6, en
par 4 milli er hins vegar mikilveegur munur. I deeminu er leyft ad nota tilfserslurnar
i badar attir og i hvada r60 sem er (medan utkoman er jakveed heiltala). En Collatz-
tilgatan fjallar um reiknirit par sem fyrirfram er akvedid mioad vio téluna hver naesta
tilfeersla skal vera. Nanar tiltekid, ef m er slétt ba er farid i m/2 en ef m er oddatala
pba er farid i 3m + 1. Tilgatan segir ad sama hvar er byrjad, sé petta endurtekid négu
oft pa endar ferlid i 1. Hid merkilega er ad petta er 6sonnud tilgata (og pvi ekki haegt
ad nota { lausn deemisins).



