Staerdfraedikeppni framhaldsskélanema 20162017
Urslitakeppni - lausnir

Daemi 1

A4 bladi er skipt i sex hluta eda sextan hluta. Einhverjum einum hlutanum er svo skipt i sex
eda sextan hluta. Petta ferli ma endurtaka aftur og aftur. Er mogulegt ad fjoldi bladhlutanna,
ad lokinni skiptingu, sé & einhverju stigi jafn 20177

Daxmi 2

Gutti er grallari. Hann deilir begar hann 4 ad margfalda og hann leggur saman pegar hann 4 ad
draga fra. Eitt sinn var Gutti bedinn um ad draga téluna 60 fra margfeldi tveggja nattarlegra
talna. Fyrir tilviljun fékk Gutti rétta atkomu. Hver gaeti st atkoma hafa verid? Finnid alla
moguleika.

Daxmi 3

Andri Dagur og Bjort Nétt sitja vid venjulegt skakbord (8 x 8). Nedst i vinstra horninu stendur
einn hrékur. Pau skiptast & og skulu i hverjum leik feera hrékinn & annan reit eins langt og
bau vilja fyrir ofan eda til haegri vid reitinn sem hann stendur 4. Spilid endar pegar hrékurinn
er kominn efst i hagra hornid. Andri byrjar. Ef pad ad koma hréknum efst i haegra hornid
markar:  a) sigur b) tap

hvort peirra & pa, i hvoru tilviki um sig, 6rugga vinningsleid?

Daemi 4
Finnid allar rauntdlur x og y pannig ad

=y —y

?—r=y"+y

Daxmi 5
Prihyrningur ABC' hefur hlidarlengdir AC' = 31 og AB = 22. Midlinurnar CC’ og BB’ eru
hornréttar hvor & adra. Finnid lengd BC.

Midlina dkvardast af hornpunkti prihyrnings og midpunkti métlzegrar hlidar.

Dami 6
Finnid gildi summunnar zy + zz + yz ef gefid er ad

P ray+yt =1
otz 22 =2
v 4yz+22=3

Hér naegir ad finna eina lausn.



Daemi 1

A4 bladi er skipt i sex hluta eda sextan hluta. Einhverjum einum hlutanum er svo skipt i sex
eda sextan hluta. Petta ferli ma endurtaka aftur og aftur. Er mogulegt ad fjoldi bladhlutanna,
ad lokinni skiptingu, sé a einhverju stigi jafn 20177

Lausn

I hvert sinn sem bladi (eda bladhluta) er skipt ba eykst fjdldi hluta um fimm ef skipt er i sex
hluta en um fimmtan ef skipt er i sextan hluta. Heildarfjoldi hluta ad lokinni hverri skiptingu
er pvi 1+ 5n + 15m par sem n er fjoldi skiptinga i sex hluta og m er fj6ldi skiptinga i sextan
hluta. Kénnum hvort velja megi m og n pannig ad 1 + 5n + 15m = 2017 gildi. P& verdur
5n + 15m = 2016 sem er 6mdgulegt bvi 2016 er ekki heiltélumargfeldi af 5. Fjoldi bladhlut-
anna mun pvi ekki & neinu stigi verda jafn 2017.

Daemi 2

Gutti er grallari. Hann deilir begar hann 4 ad margfalda og hann leggur saman pegar hann 4 ad
draga fra. Eitt sinn var Gutti bedinn um ad draga téluna 60 fra margfeldi tveggja nattarlegra
talna. Fyrir tilviljun fékk Gutti rétta atkomu. Hver geaeti st Gtkoma hafa verid? Finnid alla
moguleika.

Lausn
Ef nattarlegu tolurnar eru a og b pa var bedid um téluna ab — 60 en Gutti reiknar %—l-GO. Par

sem Gutti fékk rétta atkomu pa er

(w—60=%+60 (1)
og pvier ljést ad a # 0, b # 1 og % bvi nattarleg tala, k. Jo6fnuna ma pa umrita & formid

w—%:mOe& %N—D:UOmmk@—D®+D:HO

Mengid {1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15,20, 24, 30,40, 60, 120} geymir jakvaeda heiltclupaetti t5l-
unnar 120 = 23 .3 .5 Pvi er ljost ad moguleg gildi 4 b eru 2,3,4,5,11. Fyrir hvert
b € {2,3,4,5,11} reiknum vid a = bk og faum moguleg por (a,b) sem uppfylla jofnu (1):
{(2,80), (3,45), (4,32), (5,25), (11,11)}. Gutti geeti pvi hafa fengid atkomuna 100, 75, 68, 65
eda 61.

Daemi 3

Andri Dagur og Bjort Nétt sitja vid venjulegt skakbord (8 x 8). Nedst i vinstra horninu stendur
einn hrékur. Pau skiptast & og skulu i hverjum leik faera hrékinn & annan reit eins langt og
bau vilja fyrir ofan eda til haegri vid reitinn sem hann stendur &. Spilid endar pegar hrékurinn
er kominn efst i haegra hornid. Andri byrjar. Ef pad ad koma hréknum efst i haegra hornid
markar:  a) sigur b) tap

hvort peirra a pa, i hvoru tilviki um sig, 6rugga vinningsleid?

Lausn

I tilviki a) ba hefur Bjort vinningsleid af pvi
ad han getur avallt svarad leik Andra med pvi
ad leika hréknum & hornalinureit (i,7). I til-
viki b) pa hefur Bjért nanast sému vinnings-
leid og adur nema hvad lokatakmark henn-
ar er ad koma hréknum a reit (7,8) eda / /

(8,7). Geti hiin ekki leikid a pa reiti pa leikur 5537567 % RS R
han & einhvern hornalinureitanna (,7) med
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i€{2,3,4,5,6}. bvi skiptir ekki mali hvort um a) eda b) er ad raeda; Bjort sigrar alltaf.

Daemi 4
Finnid allar rauntdlulausnir x og y pannig ad

x2+x:y3—y
3 — .2
rr—r=y +y

Lausn
Skodum tilfellin pegar x = 0 og © = —1. Pau gefa y € {0, —1} eda lausnirnar (0,0), (0, —1),
(—1,0) og (—1,—1). Pattum na jofnurnar og nimerum paer

rx+1)=yly+y—-1) (1)
yly+1) = z(z +1)(z - 1) (2)

Setjum pvi naest (2) inn i (1):
rx+l)=z(@+1)(zr—-1)(y—1)
Gerum rad fyrir ad = ¢ {0, —1}, megum ba stytta x(z + 1) Gt badum megin og faum
I=(y—-1(=-1) (3)

svo x # 1 og y # 1. Einangrum y og faum

2z—1
x—1

ogpviery+1= . Setjum petta inn fyrir y(y + 1) i jéfnu (2) og faum

T 20— 1
r—1 z-—1

=z(zx—1)(x+1)
Pad jafngildir

20 —1=(z—1)>%x+1)
S2r—1= (2" -2r+1)(2* = 1)
sr—1=a" -2 +2> -2 + 20— 1

og bvi 2% —22% = 0 sem gefur x = 2 af pvi ad = # 0. Setjum betta inn i (3) og faum ad y = 2
svo fimmta lausnin er (2,2). Allar lausnirnar eru pa (0,0), (0, —1), (—1,0), (—1,—1) og (2, 2).

Dami 5
Prihyrningur ABC' hefur hlidarlengdir AC' = 31 og AB = 22. Midlinurnar CC’ og BB’ eru
hornréttar hvor & adra. Finnid lengd BC'.

Midlina dkvardast af hornpunkti prihyrnings og midpunkti mdétlaegrar hlidar.



Lausn
Teiknum mynd:

¢ Kollum skurdpunkt midlinanna P.
(i) Notum ad P skiptir midlinum i hlutfllunum 1 : 2. Ef PC' =«
ba er PC = 2x og ef PB' = y ba er PB = 2y. Nu gefur regla
Pypagérasar ad

31\
B s P = (5) o ot p -

Pvi faest 53> + Ha? = (32—1)2 + 112 og pvi faest:

O/
=17

BC = +/(22)? + (2y)? = %1 [(3—21> + 112

(ii) Notum ad AC'B’ og ABC eru einslaga og pvi BC' = 2B'C".

NG er B'P? + PC? = (31/2)? og PC"* + PB? = 11°. Pa fast:

B'P? + PC? + PC” + PB? = (31/2)* 4 117
(B'P? + PC?) + (PC* + PB?) = (31/2)* + 117

=17

2
CB?/4+ CB* = (31/2)>+ 11> ,svo CB = %" [(3_21) 1112

Daemi 6
Finnid gildi summunnar xy + 2z + yz ef gefid er ad

x2+xy+y2:1
2 4rz+22=2
v +yz+2° =3

Hér nzgir ad finna eina lausn.
Lausn (algebruleg)

Ef vid drogum fyrstu jofnununa fra annarri faest
vz —ay+ 2t —yt=1

og pattun gefur ad z(z —y) + (2 +y)(z —y) = (z —y)(x + y + 2) svo
l=C—-y)(z+y+2)

A sama hatt faest, ef nnur jafnan er degin fra peirri pridju, ad

l=(y—z)(z+y+2).



Latum k =2z —y =y —x pafest z =y + k og x = y — k og jofnurnar hér & undan gefa

1 = k(3y) svo y = =. Af upphaflegu j6fnunum verdur pa midjafnan
3k

2=al+az+22=(y—k?+y—ky+k)+(y+k)?
=2 —2%ky+ K+ — K+ + 2ky + K
=3y + k*.

Ef vid setjum yzi inni faest
1\2
zzs(ﬂ) +k &3k -6k +1=0

sem er annars stigs jafna i k% og hefur lausnirnar

+£V36—-4-3-1 6
2-3 3

Vid faum pa ad

vy +aztyz=@W—ky+y—ky+k)+yly+k) =y —ky+y* =k +y° +ky

6
:3y2—k2:3y2+k2—2k2@2_2k2:2_2<1i£) —

3 3

Lausn (ramfraedileg)

26
il.

Samkvaemt Késinusreglu gildir ad ef AOB er prihyrningur med ZA = 120°, OA = = og

OB =y pa er 22 + zy + y*> = AB?.

Gerum rad fyrir ad x,y, z > 0. Fra punkti O eru dregin prja strik, OA, OB og OC pannig ad

e lengdir strikanna eru z, y og z;

e horn milli tveggja strika er 120°

Prihyrningurinn ABC' hefur pa hlidarlengdir 1, v/2 og /3. Pri-

1 1 V3 1 V3 1 3 3
y —_ 2:— —_— —_ _— —_ _— = —
2f AL D LA N S S
26
@) svoxy+yz+a:z:—\/_.
X ya 3

hyrningurinn er pvi rétthyrndur og hefur flatarmal %\/5 Flat-
armal prihyrningsins ma einnig reikna sem summu flatarmala
brihyrninganna priggja OAB, OBC og OAC. bvi faest

(zy + yz + 22)



